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1 Fond Diffus Cosmologique
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Q1. En appliquant une transformation de Lorentz selon la direction (Oz), nous avons p* = A* p'” avec
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Attention, nous avons exprimé les composantes p* en fonction de p’* donc nous avons utlisé la transformation
de Lorentz inverse, i.e. nous avons changé le signe de 8. Explicitement, les composantes du quadri-vecteur
énergie-impulsion vérifient
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Pour un photon (particule de masse nulle), nous avons E = pc avec p = |p| (de méme dans le référentiel R')
donc ce systéme peut se réécrire

Pz = Dg (3)

Q2. En coordonnées sphériques aprés avoir fait un schéma, nous avons p, = pcosf (et p,, = p'cos€’). La
premiére équation du systéme précédent s’écrit donc

p=p(1+Bcost). (4)

Les deux équations du milieu impliquent cos ¢ = cos ¢’ et sin¢ = sin¢’ donc on en déduit que ¢ = ¢'. La
troisiéme équation donne pcos @ = yp’(cosd’ + 3). En combinant cette équation avec (4), on obtient

B+ cos ¢’
0=——. 5
€08 1+ Bcosb (5)
Q3. A partir de I'équation (4), on trouve
p\2
(p’) =~%(1+ Bcost)?. (6)
De méme en dérivant p par rapport a p’, on trouve
d
d—; =7(1+ Bcosd'). (7)
En utlisant ’équation (5) et en dérivant cos 8 par rapport a cos#’, on trouve
d(cosf) 1+ Bcos® — (B +cost)3 1- 32 B 1 ()
d(cos®’) (1+ Bcosf)? (14 Bcost)?  ~2(1+ Bcosh)?’

En combinant toutes les quantités et en remarquant que d¢)/d¢’ = 1, on obtient

d3p (P 2 dp d(cosf) dp ,
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Q4. Par invariance du nombre de photons, on a

F'p) = 32 P(p) = 1(1+ feost’) x — - :
d3p’ 47m3h3 exp(pe/ksT) — 1

(10)
Or par contraction des longueurs, nous avons V' = V/v (seulement le co6té du volume colinéaire a (Oz) est
contracté), et avec I’équation (4) nous avons p = vp'(1 + S cos6’). On en déduit

1 ~V!
433 explyp’ (1 + Beos 0 )c/kgT] — 1~

F'(p') = (14 Bcost)) x (11)
En réécrivant cette équation sous la forme d’une distribution de Planck ou les grandeurs sont associées au

référentiel R’, on obtient
1 42V'(1+ Bcos)

Fl(p) = 12
() 47303 exp(p'c/kpT’) — 17 (12)
ou on identifie la température dans le référentiel R’
T
T0)= ———————. 13
@) ¥(1 + Bcos ) (13)
Cette température mesurée sur Terre est non isotrope car dépend de 1’angle 6.
Q5. La température la plus élevée est atteinte pour ¢/ = 7 et vaut T, . = ﬁ (on veut le plus petit
dénominateur possible), et la plus faible température est atteinte pour 6/ = 0 et vaut 7}, = ﬁ (on veut le
plus grand dénominateur possible). La différence relative de température est donc
AT T Tl 1 1 1 1 23
= () =12 — 8 2g, (14)
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ol on considére que 8 < 1 et donc v ~ 1. Cette hypothése est vérifiée a posteriori aprés application numérique.
L’application numérique (faisable en ordre de grandeur sans calculatrice) donne

c AT 3.10° 3,358.1073
v~ _

— = ~ .10° =3 .
b ) X 9,728 1,5.10° x 10 150 km/s (15)

On obtient bien une valeur plus petite que la vitesse de la lumiére dans le vide et donc 'hypothése v ~ 1 est
justifiée. Néanmoins, la Terre (et donc notre galaxie) se déplace a grande vitesse (a notre échelle) dans le cosmos!

2 Désintégration d’une Particule

Q1. La conservation du quadri-vecteur énergie-impulsion s’écrit
Plho = Pleo + 1o - (16)

On utilise la méthode usuelle : (i) on met d’un c6té de I’équation ce qui ne nous interesse pas, ici le méson K,
puis (ii) on met cette expression au carré. Cela donne

Pro = (ppo — Pro)?. (17)

Comme le carré d’un quadri-vecteur est un invariant de Lorentz, nous pouvons I’évaluer dans n’importe quel
référentiel. On choisit ici le référentiel de centre de masse, i.e. le référentiel propre du méson DY. On a de suite
que p%, = m%,c®. On évalue ensuite le terme de droite. On a

(Ppo = Pro)® = Pho + Poo — 20 Pipople = Mpec® +mZoc? — 20, P40 pho - (18)
Dans le référentiel propre au méson DY, nous avons pi), = (mpoc,0) (il est immobile), et p’y = (Ex/c, pr). Donc
20D Pao = 2mpoEx . (19)

Finalement, on obtient
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Q2. Dans le référentiel propre au pion 7° donc considéré au repos, les deux photons doivent avoir leur impulsions
tridimensionnelles opposées 'une a 'autre (par conservation de 'impulsion), on a donc

Py =(Er/e,p), et ph=(E2/c,—p). (21)
Or, pour un photon (particule de masse nulle), on a E = pc, donc |p| = p = p; = E1/c. De méme, | — p| =p =
p2 = Es/c. On en déduit qu’ils ont la méme énergie

pi = (Ey/c,p), et ph=(E/c,—p). (22)

La conservation du quadri-vecteur énergie-impulsion (au carré) s’écrit

P20 = (p1 +p2)?, (23)

2

avec pfro = mWOCZ. Le membre de droite donne

(p1+p2)? =P} + P35 + 20D = 04+ 0+ 2(E2/? +p*) =4E2/c”. (24)

On en déduit finalement que
1
—mgoc?. (25)
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