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RELATIVITE. — Méthode d’itération post-minkowskicnne et structure des champs
gravitationnels radiatifs. Note de Luc Blanchet et Thibaut Dameur, présentée par Yvonne
Choquet-Bruhat.

Remise le 12 décembre 1983,

On définit un algorithme post-minkowskien permettant de construire, 4 partir d’un ensemble fini de fonctions
C™ d’une variable, constantes dans un voisinage de —oo, une série formelle en puissances de G qui soit
solution des équations d’Einstein du vide {en dehors de I'axe des temps du systéme de coordonnées harmoniques
utilisé). On donne la structure générale de chaque terme de la série au voisinage de 'axe (r — 0) ainsi que son
comportement asymptotique en c.

RELATIVITY. — Post Minkowskian Iteration Method and the Structure of Radiative Gravitational Fields.

Starting from a finite set of C™ functions of a real variable, constant in the past, we construct, by means of a
Post Minkowskian algorithm, a formal series in powers of G which is a solution of Einstein’s vacuum field
equations (outside the time axis). The general structure of each term of this series when r = 0 or ¢ = o is
given,

Des travaux récents ({1] 4 [4]), ont montré I'utilité des méthodes d’approximation
post-minkowskiennes dans des problémes de relativité générale que, d’une part on ne sait
pas résoudre exactement, et que, d’autre part on ne peut pas traiter de fagon satisfaisante
par les méthodes post-newtoniennes a cause de la présence d’effets radiatifs. Jusqu’a
présent les calculs explicites dans les méthodes post-minkowskiennes wont été poussés
que jusqu'au troisiéme ordre d’itération et I'existence des itérations supérieures n’a pas
été démontrée. Le but de cette Note est, premiérement, de démontrer qu’il est possible,
dans un cas particulier, d’itérer @ tout ordre un algorithme post-minkowskien (définissant
ainsi une série formelle en G, solution des équations d’Einstein) et, deuxiémement,
. d’étudier la structure de chaque terme de cette série formelle en tant que fonction de
ri=(x*+y*+z%)Y2 et de ¢ (vitesse de la lumiére). L’approche présentée ici est fondée
sur 'emploi simultané de développements multipolaires (tels qu’ils ont été définis et
étudiés dans [5]), et d’'un nouveau procédé de prolongement analytique (différent de celui
utilisé dans [4]).

Considérons une séric formelle en puissances de la constante de gravitation G pour
une meétrique « gothigue » :

) g |2t =f*+GhF+ . .. +C kP4,

ol f** est une métrique minkowskienne auxiliaire. On en déduit une série formelle pour
le tenseur d’Einstein réduit par la condition d’harmonicité (d, h** =0) :

(2) 2]8’[ ( ?hﬂ)_ % R guﬂ) = Zl G" (O KPF~N:H),

ne
ol [J désigne le dalembertien plat (A—c™? 82, c=vitesse de la lumiére), ot N, =0 et ol
N, est polynomial en h,, et ses deux premiéres dérivées (m<n).

Donnons-nous un ensemble fini de fonctions d’une variable F(u), de la forme
Fu)=M,(1) ou F(u)=¢g,, S (u), o0 I=(iy,i, ...,i,) est un multi-indice d’ordre
p=:|If, avec M (u)=M =const., M, (u) =0, S;(u)=S;=const., M; et S, étant symétriques
et sans traces. On supposera enfin que les F (1) sont C*(R), et constantes pour u< —T.
On sait, [5], construire une métrique « linéarisée » AP (¢, x), solution, en dehors de I'axe
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ri=|x|=0, de O #P=0 et d; h{ =0, stationnaire dans le passé, sous la forme d'une
somme de termes du type 8,(r ' F(¢t—r/c)). Nous définissons alors h*® par récurrence
dans R* privé de l'axe r=0. Pour cela supposons avoir déja construit les A% (m <n)
satisfaisant a la fois: [ A% =N et la condition d’harmonicité : 8, A2=0. Soit B un
nombre complexe, Y la fonction de Heaviside et a un nombre réel >0, considérons
S:=(r/c)® N* (h,), S, :=SY(a—r) et S, := SY(r—a). On démontre (par récurrence
également, voir le théoréme ci-dessous) que Pintégrale retardée (notée (g} de S, (resp.
de S,) est premi¢rement, définie quand la partie réelle de B est assez grande (resp. petite),
et deuxidmement, prolongeable analytiquement pour tout BeC--Z. On définit alors
Oe.l 8 pour BeC—7Z comme (gt S; + Oger. S, (cette somme ne dépend plus de a). Au
voisinage de B=0 [Jg.! S posséde en général un pdle multiple dii au comportement
singulier de N, en r=0. Appelons p2 le terme constant (ou partie finie) du développement
de Laurent autour de B=0 de cette intégrale retardée, soit :

B
(3) pe® = Partie finie (gt [( ! ) NeP (B, ]
C

B=0
On vérifie alors gue, ¢n dehors de I'axe :
(4) O pF =N

En revanche P2 nc satisfait pas la condition d’harmonicité. Grice aux identités de
Bianchi et aux propriétés du prolongement analytique on trouve que (avec n' = x'/r) :

B
(5) 0 P*=Résidu O}, [ ( 4 ) rL n, Nie ]
B=0 &

Le prolongement analytique permet de montrer qu’il existe un nombre fini de tenseurs
symétriques et sans traces A,(u), B,(u), C,(«), Dj(u), uniquement déterminés, constants
(et en fait nuls si |I|<1) quand 45 —T et tels que (avec u=t—r/c}:

(6a) dppat= 2, H(r™' A(w),

[11z0

(6b) s p= Z {0 (r ™! By(w)+ 4, (r™! Cyu (1)) + 8105 8 (r 7 Dy () }.

jzo

() (-1 “ (-2) u (-1
D¥éfinissons (avec A=(dAjdu) (); A = I dvAv), A = f dv A (v)):

(—1) ) (-1) (*;)
(7a) =t A 0,7 A0, G C,),
(-1 (—1)
) gy = =17t G —e 0,07 D)= 3 A(rT Ay,
nz1
(7o qfii:=_Sij[r_1B+aa(r71Ba)]+ Z {28ijal+2(r_1Bl+2)
Nzo

(2) 1)
-6 6l+1(i (l'ﬁ1 Bj)l+1)+3 O ("—1 BUI) + 6, (r_l Aij[)

—& (7'_1 Cijl)_2 Ou (Eab(i rt Dy }s
ou 1+ 1 désigne le muiti-indice (iy, . . ., i, 1,4 ) €t 00 Tyyi= 1/2(T;+Ty).
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Si 'on définit maintenant :
®) hePe= pif+ g,

on vérifie que AP satisfait (en dehors de I'axe) 4 la fois [J KPP =N et 95 AP =0 et qu'il
sera stationnaire pour t—rfc< —T. Alors la série (1) sera bien solution, en dehors de
Paxe et au sens des séries formelles, des équations d’Einstein du vide. La construction et
les affirmations précédentes se justifient grace au théoréme suivant :

THEOREME, — Partant d'un ensemble fini de fonctions F{(u}eC™(R) constantes pour
us —T(F=M, ou &,.S,; comme ci-dessus), YngN, YPeN, il existe des fonctions
G(u)eC™ (R) constantes pour u< —T, et une fonction R,(t, x) qui est a la fois C*(R*) et
O quand r — 0 (a t fixd), telles que pour r#0 :

(9) B(t, x)=Y ntn2. . . 0o (Log rY G, ()+Rp (8, x),
ik

avec r=(x'x}2, n'=x'jr et la somme (finie) dans I'équation précédente portant sur:
peN, jeN, keZ avec pSppa, JSn—let k;, k=P

Ce théoréme se démontre par récurrence de la fagon suivante : partant des h, (m <n)
satisfaisant (9) on trouve que N, (h,) admet lui aussi un développement du type (9) avec
un « reste » Rj. On utilise ensuite, d’une part, de maniére itérative, la « formule de

réduction » suivante (n': = {n't. . .n'»} (sans traces); p=|I|):

: Py
(10) O (0" (Log Y F (D)= [

B2 F () ]
(B+2—|1]) (B+3+|1))

O {61[ n'rB*2 22 F(0)/c* ot* :|}
R Lo L B+2—-[1h B+3+]I) | f°

et, d’autre part, le théoréme de Taylor avec reste pour [g,;. Rp.

Un corollaire intéressant du théoréme précédent est que si on attribue aux F(u) leurs
dimensions physiques usuelles (par exemple [M,]=(masse) x (longueur)™, [5]) et si on
rétablit toutes les puissances de ¢, h, devient aussi une fonction de ¢ et on démontre
alors que h,(t, X, c), pour ¢ x fixés, admet un développement asymptotique, a tout
ordre, sur I’échelle de comparaison [6] des (Log ¢)?/e?(p, geN). Ce résultat permet de
comprendre I'origine des difficultés (intégrales divergentes) rencontrées par les méthodes
d’approximation post-newtoniennes qui supposaient un développement asymptotique
sur Péchelle de comparaison des puissances ¢~ ¢ seulement. Les intégrales divergentes
apparaissent quand aurait dii apparaitre le premier loge. C'est aussi la conclusion
suggérée dans [7] sur la base d’un résultat partiel d’itération en zone d’onde.

Indiquons enfin la justification physique motivant la construction précédente : si on
pouvait étendre la construction de h, en partant d’un ensemble infini de F (1) (provenant
de suites « arbitraires » de « multipdles » : (M), (S)), |I|e N} ¢’est-a-dire si 'on pouvait
prouver (sous des conditions raisonnables pour les suites de multipdles), la convergence
absolue {peut-étre seulement en dehors d’un tube r > r, > 0) de toutes les séries multipolai-
res qui apparaissent, alors on pourrait prouver avoir ainsi construit la solution formelle
générale des équations du vide d’Einstein (modulo une transformation de coordonnées
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donnée comme une série formelle en G) qui est stationnaire dans le passé et suffisammeént
réguliére pour admettre de tels développements multipolaires.
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