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Exercice 1
Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de réels.

1. On suppose que (un)n∈N converge vers ` et que (vn)n∈N converge vers `′ (` et `′ finis).
À l’aide de la définition d’une limite (c.-à-d. en termes de « Pour tout ε. . . »), montrer

que limn→∞(un − vn) = ` − `′.
2. On suppose que (un)n∈N tend vers +∞ et que (vn)n∈N tend vers −∞.

Quelle est la limite de la suite (un − vn)n∈N ? Prouvez-le en utilisant la définition
d’une limite vers ±∞.

Exercice 2
On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 1, u1 = 2 et un+2 = (3 un+1 − un)/2.
Montrer qu’elle est monotone et qu’elle converge vers 3.

Exercice 3
1. Soient α un réel et une fonction

gα : ]0,∞[ −→ R,

t 7−→ g(t) =
1
tα
.

Préciser, sans preuve, les valeurs deαpour lesquelles l’intégrale
∫
∞

t=2
gα(t) dt diverge

et celles pour lesquelles elle converge.
2. Soit la suite (un)n∈N∗ définie par

un =
√

ln(n + 1) −
√

ln n .

Calculer un équivalent de un quand n tend vers +∞.
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3. Soit la fonction
f : ]1,∞[ −→ R,

t 7−→
1

t
√

ln t
.

a. Déterminer la nature (convergente ou divergente) de l’intégrale J =
∫
∞

t=2
f (t) dt

à l’aide d’un changement de variable.
b. La réponse à la question 1 permettait-elle de conclure sur la nature de J ?

4. La série
∑

n∈N∗ un est-elle convergente ?

Exercice 4
1. Soient n un entier, x un réel et P(x) un polynôme de degré n.

Quel est le degré de P′(x) ?
2. Soit la fonction

f : ]0,∞[ −→ R,
x 7−→ e−1/x.

a. Montrer que f est dérivable et calculer f ′.
b. On pose f (0) = f et f (n+1) =

(
f (n)

)′
pour tout n entier.

Montrer par récurrence que f est infiniment dérivable et que, pour n > 1,

f (n)(x) = x−N(n) Pn(x) e−1/x, (1)

où N(n) ∈ N et Pn(x) est un polynôme en x de degré n − 1 au plus.
3. a. Établir une relation de récurrence entre N(n) et N(n + 1), d’une part, et Pn(x) et

Pn+1(x), d’autre part.
b. Donner une expression explicite (sans relation de récurrence) de N(n).

4. Soit la fonction
g : R −→ R

x 7−→

e−1/x si x > 0,
0 si x 6 0.

Montrer, en utilisant la définition d’une dérivée et en raisonnant par récurrence, que
g(n)(0) existe et préciser sa valeur.

En déduire que g est infiniment dérivable.
5. Question hors barème.

Vérifier que Pn(x) est de degré n − 1 exactement et que l’on a

Pn+1(x) =
n∑

k=0

(−1)k n! (n + 1)!
(n − k)! k! (n + 1 − k)!

xk. (2)

2


