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I.
1. a. Il faut que limx→0+ f (x) = f (0) (idem pour g).

Le sinus est borné et limx→0
√

x = 0, donc f (0) = 0.
b. Au voisinage de 0, x3 + 3 x2

' 3 x2, donc g(0) = 1/3.
2. (

1 + 3 n + n3
)1/3

= n
(
1 +

[ 3
n2 +

1
n3

])1/3

= n
(
1 +

1
3

[ 3
n2 +

1
n3

]
+ O

[ 1
n4

])
= n +

1
n

+
1

3 n2 + O
( 1

n3

)
.

√

2 + n2 = n

√
1 +

2
n2 = n

(
1 +

1
n2 + O

[ 1
n4

])
= n +

1
n

+ O
( 1

n3

)
.(

1 + 3 n + n3
)1/3
−

√

2 + n2 =
1

3 n2 + O
( 1

n3

)
'

1
3 n2 .

1 − e1/n2
= 1 −

(
1 +

1
n2 + O

[ 1
n4

])
= −

1
n2 + O

( 1
n4

)
' −

1
n2 .(

1 + 3 n + n3)1/3
−

√

2 + n2

1 − e1/n2 '
1/(3 n2)
−1/n2

n→∞
−−−→ −

1
3
.

II.
1. an = ln(n + 1) − ln n = ln(1 + 1/n) 'n→∞ 1/n.

an+1

an
'

n→∞

n + 1
n
−−−→
n→∞

` = 1.

D’après la règle de d’Alembert, R = 1/` = 1.
2. Les théorèmes sur les séries entières permmettent d’affirmer que f converge sur ]−1, 1[

et diverge sur ]−∞, −1[ ∪ ]1, ∞[.
En x = 1,

∑N
n=1 (ln[n + 1] − ln n) xn = ln(N + 1) : la série diverge.

En x = −1, le théorème de Leibniz s’applique :
•

∑
(−1)n an est une série alternée car an > 0 ;

• la suite (an) est décroissante (ln↗ et 1 + 1/n↘) ;
• (an) tend vers 0.

La série entière converge donc en −1.
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III.
1. p > q, donc

x
np + x2 nq '

x
np

quand n → ∞. Or p > 1 puisque p + p > p + q > 2, donc
∑

1/np converge. La série∑
x/np étant constituée de termes tous de même signe,

∑
∞

n=1 fn converge simplement.
2. a. fn est une fonction définie surR tout entier et continue. Elle est en outre impaire,

donc il suffit de l’étudier sur R+. On a limx→∞ fn(x) = 0.

d fn(x)
dx

=
np
− x2 nq

(np + x2 nq)2 .

fn atteint un maximum en xmax = n(p−q)/2. Elle vaut alors f max
n = n−(p+q)/2/2. Elle

croît de 0 à xmax et décroît au-delà.
b. Il suffit de montrer que

∑
∞

n=1 f max
n converge. Or
∞∑

n=1

f max
n =

1
2

∞∑
n=1

1
nα

avec α = (p + q)/2 > 1.
c. Oui, car la convergence normale entraîne la convergence uniforme si l’en-

semble d’arrivée des fonctions est complet, ce qui est le cas de R.

IV.
1.

A
t

+
B t + C

t2 + t + 1
=

(A + B) t2 + (A + C) t + A
t (t2 + t + 1)

,

donc A = 1 et A + B = A + C = 0, d’où B = C = −1.
2.

D
d
dt

(t2 + t + 1) + E = 2 D t + D + E = B t + C,

donc D = B/2 = −1/2 et D + E = C = −1, soit E = −1/2.
3. On a

t2 + t + 1 =
(
t +

1
2

)2

+
3
4

=
3
4

(
4
3

[
t +

1
2

]2

+ 1
)
,

donc
K =

3
4

et u =
2
√

3

(
t +

1
2

)
.

∫ x 1
t2 + t + 1

dt =
4
3

∫ 2 (x+1/2)/
√

3 1
1 + u2 d

(√
3

2
u
)

=
2
√

3
arctan

(
2
√

3

[
x +

1
2

])
.

4. On a
1

t (t2 + t + 1)
=

1
t
−

1
2

2 t + 1
t2 + t + 1

−
1/2

t2 + t + 1
,

donc ∫ x 1
t (t2 + t + 1)

dt = ln |x| −
1
2

ln
∣∣∣x2 + x + 1

∣∣∣ − 1
√

3
arctan

(
2
√

3

[
x +

1
2

])
.
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V.
1. La fonction f est 2 π-périodique et paire.

Elle vaut cos x sur [−π/2, π/2] et 0 sur [−π, −π/2] ∪ [π/2, π].
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2. La fonction étant paire, les bn sont nuls.
Pour n = 0,

a0 =
1
π

∫ π

−π

f (x) dx =
2
π

∫ π/2

0
cos x dx =

2
π
.

Pour n = 1,

a1 =
2
π

∫ π/2

0
cos2 x dx =

2
π

∫ π/2

0

1 + cos(2 x)
2

dx =
1
π

π2 +

[
sin(2 x)

2

]π/2
0

 =
1
2
.

Pour n > 1,

an =
2
π

∫ π/2

0
cos x cos(n x) dx =

1
π

∫ π/2

0

(
cos[(n + 1) x] + cos[(n − 1) x]

)
dx,

donc
an =

1
π (n + 1)

sin
(n + 1) π

2
+

1
π (n − 1)

sin
(n − 1) π

2
.

Les coefficients an sont nuls pour n impair.
Pour n pair, posons n = 2 p. On obtient

a2 p = (−1)p

(
1

π [2 p + 1]
−

1
π [2 p − 1]

)
= −

2 (−1)p

π (4 p2 − 1)
.

3. a. f est continue et de classe C1 par morceaux sur R. Le théorème de Dirichlet
s’applique donc et on a f = f̃ sur R.

b. En évaluant l’égalité f (x) = f̃ (x) en x = 0, on trouve

1 =
1
π

+
1
2
−

∞∑
p=1

2 (−1)p

π (4 p2 − 1)
.

On en déduit que
∞∑

p=1

(−1)p

4 p2 − 1
= −

π
4

+
1
2
.
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4. a. Théorème de Parseval : pour toute fonction 2 π-périodique de carré sommable,

1
2 π

∫ 2 π

0

∣∣∣ f (x)
∣∣∣2 dx =

1
4
|a0|

2 +
1
2

∞∑
n=1

(
|an|

2 + |bn|
2
)
.

b. On a (cf. calcul de a1)

1
2 π

∫ 2 π

0

∣∣∣ f (x)
∣∣∣2 dx =

1
π

∫ π/2

0
cos2 x dx =

1
4
.

On en déduit que

1
4

=
1
π2 +

1
8

+
2
π2

∞∑
p=1

1
(4 p2 − 1)2 ,

soit
∞∑

p=1

1
(4 p2 − 1)2 =

π2

16
−

1
2
.
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