Chapitre IV

FoNCTIONS

IV.A. Généralités

En termes vagues, une fonction f associe a tout élément x d’un ensemble A au plus un élément f(x) d'un
ensemble B. Plus formellement, on définit une fonction comme ceci :

Définition 35 (fonction)
Une fonction f de A dans B est un triplet (A, B, G), oit A et B sont des ensembles et G est une partie de
A X B, tel que
Y, NeG V&, y)eG x=x=y=y.

Les ensembles A, B et G sont respectivement appelés ensemble de départ, ensemble d’arrivée et graphe de f.

L’ensemble
[xeA|dyeB, (x,y) €G]}

s’appelle l'ensemble de définition (ou le domaine de définition) de f et sera noté dom f.

On appelle image de x € A tout élément y de B tel que (x, y) € G. Tout x € A a au plus une image, notée
f(x) si elle existe : une si x € dom f, aucune si x € A\ dom f. On note f(A’) == {f(x) | x € A’ dom f} I'image
d’un ensemble A’ C A.

Tout x tel que y = f(x) est un antécédent de y. On note fV({y}) I'ensemble des antécédents de y; pour
un ensemble B’ C B, fU(B’) := {f<V({y}) | y € B’}. Si 'antécédent de y existe et est unique, on peut le noter

FPW). -

Remarques
e On utilisera la notation
f:A—B,
X — expression(x)

ou f: x € A — expression(x) € B pour définir une fonction f de A dans B dont la valeur en x est
expression(x), ou f: A — B si on ne s’intéresse qu’aux ensembles de départ et d’arrivée. Inversement,
pour indiquer, sans les préciser, que les ensembles de départ et d’arrivée sont inclus dans des ensembles
E et F, nous écrirons f: C E — C F, par exemple f: C R — C R pour une fonction [& valeur] réelle
d’une variable réelle. Pour faire référence a une fonction déja définie, on écrira simplement « f ».

Bien souvent, les ensembles de départ et d’arrivée seront implicitement R. On pourra alors se
contenter d’écrire f: x = expression(x), voire x = expression(x) si on ne veut pas donner de nom a la
fonction. Méme s’il nous arrivera de dire abusivement «la fonction f(x) = expression(x) », attention a
distinguer la fonction, f, de sa valeur en x, f(x).

e Une fonction est donc le plus souvent définie par un ensemble de départ, un ensemble d’arrivée et, au
lieu d"un graphe, par une procédure ou expression (une « formule » typiquement, ou plusieurs formules
entre lesquelles on choisit selon la valeur de x) permettant de calculer f(x) a partir de x. Une fonction
ne se réduit cependant pas a une formule : une méme formule appliquée a des ensembles de départ ou
d’arrivée différents définit des fonctions différentes; et méme si elles ont le méme graphe, elles n’ont
pas nécessairement les mémes propriétés et doivent étre notées différemment.

Par exemple,
f:l-n/2, n/2] — [-1, 1],
X — sinx,

est bijective, mais pas
g:[-m/2, 1/2] — R,
X > sinx.
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L'appellation «sinus» et la notation «sin» sont donc génériques : le sinus est bien défini pour tout
nombre complexe, mais il n’y a pas de fonction «sinus » tout court : il y a les fonctions f, g, x e R —
sinx € R, x € C - sinx € C, etc. 1l est donc nécessaire de préciser les ensembles de départ et d’arrivée
des qu’il y a ambiguité.

e Pour une fonction définie par une formule, 'ensemble de définition est I'ensemble des points de I'en-
semble de départ pour lesquels la formule a un sens dans 1’ensemble d’arrivée.

Une fonction est définie en un point x si x € dom f ; elle est définie sur un ensemble H si H C dom f (ce
qui ne veut pas dire que H = dom f) : bien distinguer «un ensemble ol1 f est définie» de «I’ensemble
de définition de f ».

¢ On note souvent en physique de la méme maniére une quantité et la fonction permettant de la calculer
a partir de certaines variables, par exemple U = U(S, V, n) au lieu de U = f(S, V, n), ou1 U est 'énergie
interne, S I'entropie, V' le volume et n le nombre de moles. Si S est une fonction de la température T,
de V et de n, on notera encore U = U(T, V, n) au lieu de U = g(T, V, n), bien qu’il ne s’agisse pas de la
méme fonction. Cette notation est acceptable tant que les variables sont apparentes. En revanche, si
x est la valeur de S ou T, il faut écrire U(S = x, V, n) pour f(x, V, n) et U(T = x, V, n) pour g(x, V, n),
non U(x, V, n).

De méme pour une dérivée partielle de U, 1'expression dU/dV est ambigué et peut désigner soit
df 9V, soit dg/dV. Pour les distinguer, on met les autres variables en indice : (JU/dV)s, , pour df/dV
et (QU/dV)r, , pour dg/dV.

Prenons un autre exemple en mécanique : le vecteur position 7 d’un point M peut étre exprimé en
fonction de 'abscisse curviligne s le long de la trajectoire, 7 = f?s), ou en fonction du temps t, ¥ = f? gltD
si s = g(t). On écrit souvent

dr _ dr ds

dt ds dt
au lieu de 5 R
df(gle) _ df

d
B = So 6l < )

-

Définition 36 (application)
Une application est une fonction qui associe a chaque élément de I'ensemble de départ une et une seule
image dans I'ensemble d’arrivée. -

Remarques

D’apres la définition 35, une fonction associe au plus une image a tout élément de I'ensemble de départ.

Pour certains auteurs, une «fonction » (partial function en anglais) est en fait une application (fotal function
ou simplement function en anglais). Méme si I’étude d’une fonction hors de son domaine de définition n’a
pas de sens, cette identification oblige a connaitre le domaine de définition d’une fonction avant méme sa
définition. ..

D’autres écrivent « f: A — B» pour indiquer que A C dom f et non que A est 'ensemble de départ, ce
qui est source de confusion quand on s’intéresse aux valeurs de f hors de A (par exemple pour calculer la
limite de f en un point de ’adhérence de A). Nous utiliserons la notation f € (A, B) pour une fonction f
telle que A C dom f et f(A) C B. _

Définition 37 (bijection, fonction réciproque)

Une fonction f: A — B est bijective (ou inversible) siV y € B, ' x € A, f(x) =y. f admet alors une fonction
réciproque*!, f~1: B — A, définie par f"V(y) = x si f(x) = y.

Une application bijective est appelée une bijection. .

Théoréeme 44
Soit f une fonction réelle d'une variable réelle.
Si f est strictement monotone, elle est inversible. 1

1. Lappellation fonction inverse et la notation f~1, toutes deux usuelles, sont naturelles en alggbre linéaire. En effet, si f et g sont
deux applications linéaires et @ et I' les matrices associées, la matrice correspondant a la composition f o g est le produit matriciel
® xT. En particulier, la matrice associée a la réciproque de f, si elle existe, est ®~! (inverse matriciel de ).

Nous éviterons cependant cette appellation et cette notation dans ce cours en raison du risque de confusion avec la fonction
1/f: x  1/f(x). En particulier, par cohérence avec la notation traditionnelle sin®x := (sin x)? # sin(sin x), on ne notera pas sin~!
I'application réciproque de x € [-71/2, /2] - sinx € [-1, 1], mais arcsin; de méme pour les autres fonctions trigonométriques et
les fonctions hyperboliques (avec «arg» au lieu de «arc» pour ces derniéres : argsh, etc.).
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Définition 38 (restriction)
Soient f une application de A dans B et H une partie de A. On appelle restriction de f a H et on note f|y
l'application
f| H- H— B,
X f(x) -

La restriction d’une fonction a son domaine de définition en fait ainsi une application. Chaque fois que
I'on demande d’étudier les limites, la continuité ou la dérivabilité d’une fonction, on sous-entend 1’étude de
I'application obtenue en restreignant la fonction a son domaine de définition. Ainsi, la fonctionx € R—1/x€R
est bien continue, car elle est continue sur dom f = R*.

Définition 39 (prolongement)
Soient f une application de A dans B et g une application de H dans B. g est un prolongement de f a H
si et seulement si AC HetV x €A, g(x) = f(x). .

g est évidemment un prolongement de gla.

IV.s. Limite d’une fonction
IV.s.1. Définitions

La définition suivante généralise celle déja donnée pour une suite.

Définition 40 (limite [pointée] d'une fonction : définition générale)

Soient (E, d) et (F, 0) des espaces métriques, A une partie de E, B une partie de F et f une application de
A dans B.

f converge dans (F, 0) en un point a de adh, g A s’il existe un élément ¢ € F, appelé «limite de f en a
dans (F, 9) », tel que

Ve>0,An>0,VxeA da x)<n= 6(f[x], {) <e. 1)
On note ceci lim, f = ¢, lim,—,, f(x) = € ou f(x) — ¢. _I
X—a

Remarques
o Les inégalités larges dans d(a, x) < n et 6(f[x], £) < € peuvent étre remplacées par des inégalités strictes.
En revanche, les inégalités dans ¥ € > 0 et 3 1 > 0 doivent étre strictes.

e Il nest pas nécessaire que f soit définie en a : il faut seulement que a appartienne a ’adhérence adh A
d’une partie A sur laquelle f est définie. Par exemple, bien que la fonction x + sinx/x ne soit pas
définie en 0, sa limite en 0 existe (lim,_,o(sinx/x) = 1).

En revanche, si a € A et que f admet une limite finie en 4, on a nécessairement lim,_,, f(x) = f(a).

e La limite est unique, mais elle dépend de I'ensemble de départ de I'application. _
Exemple 27
Soit I'application
ffR—R,
0 sixeQ,
X
1 sixeR\Q.

Ona0ecadhQ=adh(R\Q)=R. La limite de f en 0 n’est pas définie et
11(1)’1’1 le =0+ li(r)nth\Q =1.
f, flo et flr\g sont des applications différentes. _
Définition 41
o La limite épointée est

lim f(x):= lklll;l fla(x),

xX—a, x#a

ot H=A\ {a}. Cette limite est qualifiée d’« épointée » par opposition a la limite, parfois dite « pointée »,
de la définition 40.
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o Si ACIR, la limite a gauche en a est
lim f(x) := lim flu(x),

x—a, x<a
olt H=AN]-oo, a[. Elle est aussi notée lim,_,,- f(x) ou f(a”).
e Si AC, la limite a droite en a est
lim f(x) := lim flu(x),
X—a

x—a, x>a
ott H=AnN]a, +oo[. Elle est aussi notée lim,_,,+ f(x) ou f(a*).
Comme on doit avoir a € adh H, les limites épointées, a gauche et a droite, ne peuvent étre définies si a est

un point isolé de A. Par exemple, si A ={0}U]1, +oo[,a=0et H=A\{a} =]1, +oo[, alors a ¢ adh H = [1, +o0[
et lim,_,g, y+0 ne peut étre définie.

e SiBCIR, on dit que f converge vers ¢ par valeurs supérieures en a, ce que l'on note lim, f = £*, si
Ve>0,An>0,VxeA dix,a)<n={(< f(x)<{+e
e SiBCRR, on dit que f converge vers ¢ par valeurs inférieures en a, ce que ’on note lim, f = {7, si

Ve>0,dn>0,VxeA dxasn=C-e< f(x)<?l _I

Dans le cas ol E et F sont des espaces vectoriels normés, la définition générale prend la forme suivante :

Définition 42

Soient (E, ||-|[g) et (F, |I-llr) des espaces vectoriels normés, A une partie de E, B une partie de F et f une
application de A dans B.

f admet une limite £ € F en un point a de adh, ) A si

Ve>0,An>0,VxeA lx—dale<n=|f(x) - {lr<e. 2)
_|

Le cas que nous rencontrerons le plus souvent est celui ot A C R et B C IR. Réécrivons donc la définition
générale dans le cas ot1 E et F sont 'espace vectoriel (R, |[) ou I'espace métrique (R, d). Outre le cas d’'une
limite finie en un point a distance finie, application directe de la définition générale, on peut définir des limites
infinies ou a l'infini.

Définition 43 (limite finie en un point a distance finie)
Soient A et B des parties de R et f une application de A dans B.
f admet une limite (finie) £ € R en un point a de adh, |)A (donc a distance finie) si

Ve>0,An>0,VxeA x—a<n=|f(x)-{l<e. 3)
.

Exemple 28

La fonction x — x? a pour limite 4 quand x — 2. En effet, [x*> — 4| = |(x -2) (x+ 2)|, qui est inférieur a
5 |x — 2| dés que |x + 2| < 5 (comme x — 2, il suffit de prendre x tel que |x —2| < 1) : 5 |x — 2| peut donc étre

rendu aussi petit que 1’'on veut quand x — 2. _
Exemple 29
x = f(x) =sin(1/x) n’a pas de limite quand x — 0 : f(x) oscille de plus en plus vite entre —1 et 1. -

Définition 44 (limite infinie en un point a distance finie)
Soient A et B des parties de R et f une application de A dans B.
e f tend vers +oco en un point a de adh(g, ) A si
YVMeR, dn>0,VxeA a—-x<n= f(x) >M 4
On note ceci lim,_,, f(x) = 400 ou f(x) > oo
e f tend vers —co en un point a de adhg, ) A si
YVMeR, An>0,VxeA h-x<n= f(x) <M. ®)
-

Exemple 30
La fonction tangente est définie dans les intervalles ouverts (2 n — 1) 11/2, (2 n + 1) 1t/2[ ; tan x — 400 quand
x = (2 n+1) /2 par valeurs inférieures; tanx — —co quand x — (2 n + 1) ©r/2 par valeurs supérieures. _I
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Définition 45 (limite finie en un point a 1’infini)
Soient A une partie non majorée de R, B une partie de R et f une application de A dans B.
f admet une limite (finie) £ € R quand x tend vers +oo si

Ve>0,IXeR, Vxed x2X=|f(x)- (6)
On note ceci limy,1 f(x) = € ou f(x) —+>€. _I

Remarque. La condition «A est une partie non majorée de R» équivaut a +co € adhg 5 A.

Exercice
Définir de maniere analogue les limites suivantes :
o limy, f(x)=¢
o limy ;o f(x) = +00;
o limy o f(x) = —00;
o lim,, o f(x) = +o0;

o lim,,  f(x) = —oc0. _I
Exemple 31
Nous avons lim, (2 + ™) = 2, tandis que lim,,_(2 + ™) = +o0o0. —

IV.p.2. Propriétés des limites

Théoreme 45 (limites finies)
Soient (E, d) un espace métrique, (F, ||-|[) un K-espace vectoriel normé, A CE, B C F eta € adh, 4 A ; soient
également f et g deux applications de A dans B, de limites (finies) € et ¢’ dans (F, ||-||) quand x — a4, et A € K.
On a les propriétés suivantes :

A f(x) — Al (7a)
) + () —> £+ 0 (7b)
siF=K, f(x)g) P A (7¢)

— 1 1
siF=Ketl#0, %:?, (7d)
siF=Ret¢=0" (resp. 07), m — +oo (resp. —o0). (7e_)I

Théoréeme 46 (limites infinies)
Si F =R, les propriétés énoncées pour les limites finies sont encore valables si £ ou ¢’ = +co dans les cas
ol les opérations sont bien définies dans R (cf. déf. 2). .

Ces propriétés ne permettent pas de couvrir tous les cas et on rencontre parfois une « forme indéterminée »
(voir section IV.E). Par exemple,

}CILI(‘)I( x+1 +sin(n x))= 1, (8a)
11m(\/r tan %)) 00, (8b)
1ﬂ(m) - % 272 (80)

IV.s.3. Encadrement

Théoreme 47 («théoreme des gendarmes »)
Soient f, g et I des applications de A dans B C IR telles que V x € A, g(x) < f(x) < h(x) etacadhA. Sig
et h ont la méme limite (finie ou infine) quand x — 4, alors f a aussi cette limite en a. -
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Figure IV.1. La fonction vx sin(1/x), encadrée par les fonctions +vx, tend vers 0 quand x — 0.

Exemple 32

Soit f(x) = vx sin(1/x), g(x) = —vx, h(x) = ¥x pour x € ]0, 1]. Le théoreme nous dit que lim,_, f(x) = 0.
Voir figure IV.1. 1
Exemple 33

De méme pour x > 0, f(x) =sinx/x, g(x) = =1/x, h(x) = 1/x. Le théoréme nous dit que lim,_,, f(x) =0. _

IV.c. Continuité d’une fonction

Définition 46 (continuité)
Soient E et F des espaces métriques et f: A C E — B C F une application.
f est continue en a € A si lim,_,, f(x) = f(a). Elle est continue sur A si elle I'est en chaque pointa de A. _I

Exemple 34
Les fonctions usuelles, puissances, polyndmes, trigonométriques, exponentielle, logarithme, etc., sont conti-
nues en tout point de leur ensemble de définition. _

Définition 47 (continuité a droite, a gauche)
Soit f: A C R — B C F une application.

f est continue a droite (resp. a gauche) en a € A si limy_,+ f(x) = f(a) (resp. lim,_,,- f(x) = f(a)). _I
Remarques

Une fonction continue a droite et a gauche en a est continue en a.

Bien distinguer «continuité a droite en a» et «continuité a droite de a». .
Exemple 35

La partie entiere est ’application

E:R— Z,
x+— E(x) =max{n € Z | n < x}

Pour tout x € R, on a E(x) < x < E(x) + 1. La partie entiére de x est également notée [x|. La fonction partie
entiere a une limite en tout point non entier et y est continue, mais est discontinue en tout point entier. En
effet, si n € Z, lim,_,,- E(x) = n — 1, mais lim,_,,,+ E(x) = n. La fonction E est continue a droite et discontinue
a gauche. _

Remarque
La continuité en un point dépend de I’'ensemble de départ : la fonction E o, 5; n’est pas continue en 1, mais
les fonctions E|jo, 1] et E |1, o1 le sont. Sauf si A et H sont des ouverts,

fla continue et f|y continue =5 f|aug continue. 1
Exemple 36
La fonction
R—R,
x sixeQ,
X+ ]
0 sixeR\Q
est continue en 0 mais ne l'est nulle part ailleurs. .
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Théoreme-définition 2 (prolongement par continuité)
Soit f: A C E — B C F une application continue sur A et H une partie de E telle que A C H C adh A.
S5iV xe H\A, f admet une limite en x dans F, alors la fonction

g:H—F
fx) six €A,
X+
limg,y f(E) sixeH\A
est continue sur H. On l'appelle le prolongement par continuité a H de f. -
Exemple 37
La fonction f: x > sinx/x est définie et continue sur A = R*. Sa limite en 0 est finie et vaut 1. La fonction
3 R— R,
NN flx) six#0,
1 six=0
est donc le prolongement par continuité de f a R. -

Théoreme 48 (théoréeme des valeurs intermédiaires)
Soit f: I € R — R une application continue.
Si I est un intervalle, f(I) est un intervalle.
Si I est un intervalle fermé, f(I) est un intervalle fermé. _I

Sil est un intervalle fermé [, b], le maximum et le minimum de f sont atteints : f([a, b]) =[c, d], oli ¢ := miny, ) f
et d ;= maxy, p) f. Donc, pour tout y € [c, d], il existe x € [a, b] tel que y = f(x).

Théoréme 49
Soit f: I — R une application continue et strictement monotone.
Alors l'application

g: I— f(D),
X+ f(x)

est bijective et sa réciproque ¢{~) est continue, strictement monotone et de méme sens de variation que f. _|

IV.p. Dérivation d’une fonction

Définition 48 (Dérivée d'une fonction d'une variable réelle)
Soient F un R-espace vectoriel normé, f: A C R — B C F une application et a € A un point d’accumulation
de A. f est dite dérivable en a si et seulement si

x)— f(a
f )= o
xX—a, X#a X—a
existe dans F.

Cette limite est appelée dérivée (premiére) de f en a et est notée f’(a) ou

df

dx |-,
La fonction f: x € A - f'(x) € F est appelée fonction dérivée ou simplement dérivée de f. -

Remarques
e Par commodité, on écrit souvent et abusivement des expressions telles que sinx au lieu de x - sinx. 1l
est donc assez naturel d’utiliser la notation (sin x)’ au lieu de (x - sin x)’ pour désigner la fonction dérivée
de x — sinx, voire sa valeur en x, (dsint/df)(t = x). Pour une fonction admettant un symbole usuel,
p- ex. sin, il est plus correct d’écrire sa dérivée sin’ x, mais attention : (sin(2 x))’ = (x - sin(2 x))’ =2 cos(2 x)
tandis que sin’(2 x) = (dsint/df)(t = 2 x) = cos(2 x).

S’il y a plusieurs variables, le symbole «» désigne traditionnellement la dérivation par rapport a la
variable x : on a ainsi (sin(z x))’ = a cos(a x). S’iln’y a pas de x dans I'expression, il y a ambiguité : par
exemple, les symboles a et f désignant généralement une constante et une variable respectivement, on
peut supposer que (sina)’ = 0 et (sint)’ = cost, mais il vaudrait mieux écrire (x > sina)’ et (t - sint)’.

Ne jamais écrire (sin0)’ = cos0, car sin0 est un nombre, pas une fonction, donc (sin0)’ = 0. En
revanche, on a bien sin’0 = (sinx)’(x = 0) = cos0.
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e La limite doit étre dans F. On ne dira donc pas que f est dérivable en a si la limite du taux d’accrois-
sement (f(x) — f(a))/(x — a) est +oo.
e Si f est une fonction vectorielle de A dans R?, c.-a-d. si f = (f1, ..., fp), ot les f; sont des fonctions de
A dans R, f est dérivable si et seulement si f; est dérivable pour tout i € [1, p]. On a alors f’ = (f],
’1;’23 méme, si f est a valeurs complexes, ' = (Re f) +i (Im f)".
e Comme x —a — 0 quand x — g, il est nécessaire (mais non suffisant) que f(x) — f(a) pour que la
dérivée existe, c.-a-d. que f soit continue en 4.

e La dérivabilité en un point dépend de 1’ensemble de départ : la fonction

fTR—R,

x — |x]|

n’est pas dérivable en x = 0, mais f|r+ et f|r- le sont.
Remarquer que *2
fla dérivable et f|y dérivable =5 f|auy dérivable.

L’'implication est en toutefois vraie si A et H sont des ouverts, raison pour laquelle on définit souvent
la dérivée en un point appartenant a un ouvert inclus dans dom f. La formulation plus génerale que
nous avons adoptée nous permet de dériver aux bornes d’un intervalle fermé, ce dont nous aurons
besoin pour définir les fonctions C* par morceaux.

e Comme on peut diviser par un nombre complexe, cette définition est généralisable au cas d"une fonction
d’une variable complexe : si A est un ouvert de C, f: A — B C F une application de A et F un C-espace
vectoriel normé F, la dérivée de f en un point zg € A est le nombre

f(@) - f(20)

1 - J 7

Z—Z0, Z#20 Z— 2

7

si cette limite existe dans C.

Cette définition est bien plus contraignante que dans le cas d'une variable réelle : il faut que la limite
existe et soit la méme quelle que soit la direction du plan complexe selon laquelle z se rapproche de z.
En contrepartie, si f” existe sur un ouvert de C, f posséde alors de nombreuses propriétés intéressantes :
elle est infiniment dérivable, développable en série entiére, etc.

e Si f est dérivable en g,
f@+h) = fa)+ F@) h+ o).
L'application
(df),:R—F,
hv+— f'(a) h
est une application linéaire et porte le nom de différentielle de f en a.
Ce concept peut étre généralisé au cas oit 'ensemble de départ de f n’est pas compris dans R ou

C. On dit qu'une application f: A c E — B C F, ou E et F sont des espaces vectoriels normés, est
différentiable en a € A si il existe une application linéaire continue L de E dans F*® telle que

fla+h) = f(a)+ L(k) + o(lIRll)

sia+h e A. Lapplication L s’appelle la différentielle de f en a et est notée (df),.
Si f est une fonction de n variables réelles (x = (xy, ..., X)) et est différentiable en a, les dérivées
partielles (voir infra) (df/dx)x=, de f en a existent pour tout i € [1, n] et

S (0
@nm=Y(5)

i=1
ot h=(h, ..., hy), ce que I'on note souvent
P
af
df), = Z(a_xl) du;,
i=1 x=a

ou dx; est la fonction dx;: h = h;. En revanche, il ne suffit pas que les dérivées partielles de f en a
existent pour que f soit différentiable en 4.

2. En revanche,
f dérivable sur A et f dérivable sur H = f dérivable sur A U H.

3. Si E est de dimension finie, une application linéaire de E dans F est nécessairement continue.
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La fonction
df: E— L(E, F),
ar— (df),,

ot L(E, F) est I'ensemble des applications linéaires de E dans F, s’appelle la différentielle de f (tout
court). —

Si f est une fonction d’une variable réelle, on peut parfois définir des dérivées a droite et a gauche en g,
méme quand f’(a) n’existe pas.

Définition 49 (Dérivées a droite et a gauche)
Soient F un R-espace vectoriel normé, f: A C R — B C F une application et a € A.
f est dérivable a droite en a si la quantité

f3@) = (flania, +1)'(@)

existe et est finie; f(a) porte le nom de dérivée a droite.
On définit de méme la dérivée a gauche, fé(a), en remplagant [a, +oo[ par ]-oo, a]. _I

Théoréme 50
Une fonction f d’une variable réelle est dérivable en un point a appartenant a l'intérieur de son domaine de
définition si ses dérivées a droite et a gauche en a existent et sont égales. On a alors f'(a) = fi(a) (= fg'(a)). _I

Notations
Les dérivées successives (si elles existent) se notent
d*f d'f
"a)=—= , ..., fOu=— , ... 10
0 =g 190 =gl (10)

En physique, la notation f’ est souvent réservée a une dérivation par rapport a une coordonnée d’espace,
tandis qu’'une dérivée par rapport au temps est notée par un point suscrit :

) d . d?
{0, =d—f, 0, =d—tf, etc. (11)

S’il y a plusieurs variables (par exemple des coordonnées d’espace et de temps, ou des variables de pression
et de température), on utilise les notations de dérivée partielle. Par exemple, pour une fonction f dépendant
des variables u et v,

, _of _ . flutho-fwo _9f L __Pf _ 9 (of
Sl 2= = e i SR R T T A ) B
Théoréme 51
Si f et g sont toutes deux dérivables en x, et si A € R, on a les régles suivantes :
Af=Af; (13a)
f+e)=f+g"; (13b)
si fetgsontavaleursdans K, (f¢)' =f g+f g ; (13c)
si f et g sont a valeurs dans K et g(x) #0, (i) = M (13d)
8 8 1
Théoréme 52
Si g est dérivable en x et f est dérivable en y = g(x), alors f o g est dérivable en x et
(fog) =g xfog cad (v flgW)®) =g f(glxD. (14)
-
Théoréme 53
Si f est bijective, dérivable en y = f"1(x) et que f'(y) # 0, alors f¢V est dérivable en x et
’ ]_ ’ 1
DYy o - “A- (-1 - -
(F) = o frm cod (x> fPW) (@) = CET (15_)I
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Ces regles découlent de la définition 48.
Les dérivées de quelques fonctions élémentaires sont données a 1’appendice IV.2.

Définition 50 (fonction C)

Soient k € IN et F un R-espace vectoriel normé.

Une fonction f: A C R — B C F est dite (de classe) C* sur un intervalle I C A (ce qu’on notera f € CX(I — B))
si elle est continue sur I et si toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre k inclus existent et sont continues sur I.

Si elle est indéfiniment dérivable, on dit qu’elle est C*. -

Une fonction C° est donc simplement une fonction continue.

Définition 51 (subdivision finie)
Soient n € N, (a, b) € R? et (xg, ..., x,) € R™L
(xq, - .., x;) est une subdivision finie de [a, b] si et seulement si xp=a <x; <...<x,=b. —

Définition 52 (fonction C* par morceaux)

Une fonction f est dite C* par morceaux sur un intervalle I (ce qu’on notera f € C¥ (I — B)) si pour tout
intervalle [a, D] inclus dans I, il existe une subdivision finie (xo, ..., x,) de [a, b] telle que Vi € [0, n — 1], f ‘]xh sl
soit prolongeable en une fonction C* sur [x, xiz1]*~ _

Une fonction CY, (continue par morceaux) sur un intervalle [4, b] est donc une fonction continue sur [a, b],
sauf en un nombre fini de points, et dont les discontinuités en ces points sont finies.

IV.e. Formes indéterminées

On rencontre souvent des situations o1 la limite se présente sous une forme indéterminée. On appelle ainsi

des expressions de la forme «0/0», «00/co», «0 X 00», «00 —00», «1%», « 09», « 00 », etc.
Exemple 38
Quelles sont les limites pour x — 0 de sinx/x, x Inx, Inx + 1/x, (1 + x)'/%, x*? _

On va montrer plus bas qu'on peut se ramener au cas «0/0». Considérons donc un rapport f(x)/g(x) ott
f(x) et g(x) tendent vers 0 quand x — a. 1l existe plusieurs procédés d’analyse d'une telle forme indéterminée.

Tout d’abord, d’apres la définition de la dérivée d'une fonction f en a comme lim,_,(f(x) — f(a))/(x —a),
on a le théoréme suivant :

Théoréme 54 (regle de 1’'Hospital)
Si f(a) = g(a) =0, si les dérivées de f et g existent en a et si leur rapport est fini, on a

. f)  f'@)
e @ o
Preuve
En effet,
. f)-fl . [(f&x)-f@) x-a
M0 s@ M xa s s@) a

Si le rapport f’(a)/g’(a) est toujours indéterminé et si les dérivées d’ordre supérieur existent, on a le droit
d’itérer la régle de I'Hospital, c.-a-d. examiner f(a)/g"(a) pourn=2,3, ..., jusqu’a 'obtention d’une forme
déterminée.

4. f ‘]x‘_’ vl est prolongeable de maniere continue sur [x;, x;;1] si les limites de f en x:r et x, sont finies. Le prolongement de f I]Xi, sl
est alors la fonction f; définie par
o Vxelxxinl filx) = f(x);
o filx) =limy: f;
o filxip1) = lim,- f.

f est donc C]fn siVie[0, n—1], fiest Cksur [x;, xi1].
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sinx
+

Figure IV.2. Interprétation géométrique de (21) : OB = OC = 1; BH = HC = sinx; BD = DC = tanx. On a
BC < arc(BC) < BD + DC, donc 2 sinx <2 x < 2 tan x.

Exemple 39
Que vaut lim,o((V2 +x — V2)/x)?

Premiere méthode. — On multiplie et divise par la « quantité conjuguée », c.-a-d. qu’on écrit

V2+x-V2  2+4x-2 1 1

= = . (18)
x (V2+x+V2)x  V2+x +V2 0 242
Seconde méthode. — On utilise la définition de la dérivée :
i Y2 V2 (i\/;) N U B U 9)
x—0 X dx = 2 \/;|xz2 2 \/E

Troisiéme méthode. — On utilise la regle de ’'Hospital. On pose f(x) = V2+x — V2 et g(x) = x, soit
ffx)=1/2 V2+x)et g(x)=1.
- V2+x-vV2 _ f(0) 1

li = = . (20)
x50 x g0) 242 0
Exemple 40
Un résultat important est que
lim =t = 1. (21)
-0 X

En effet, la limite est par définition la dérivée de x - sinx en 0, soit cos x évalué en 0, c.-a-d. 1. L'interprétation
géométrique de ce résultat est aussi importante a garder en téte : sur un cercle de rayon unité, 2 sinx est la
longueur de la corde correspondant & un angle de 2 x radians. Pour de petits angles, la longueur de la corde
vaut approximativement celle de l’arc : rigoureusement, 2 sinx =~ 2 x quand x — 0 (voir figure IV.2). -

Une autre idée est d’utiliser des majorations ou minorations (comme dans le théoréeme des gendarmes)
pour se ramener a d’autres formes indéterminées dont la limite est plus aisément calculable. Ainsi, dans
I'exemple précédent de sinx/x, on a 2 sinx < 2 x < 2 tanx (la corde BC est plus courte que celle de I'arc BAC,
lui-méme plus court que la ligne brisée BDC), d’ou1 'encadrement cosx < sinx/x < 1.

Exemple 41

Quand x — oo, Inx tend vers oo plus lentement que x*, pour tout a > 0. Quand x — 0, |Inx| tend vers oo
plus lentement que x™¢, pour tout a > 0.

Pour voir cela, partons de l'inégalité Inx < .

Pour démontrer cette inégalité, étudions la fonction f(x) = Inx — vx. Sa dérivée, f'(x) = (2 — vx)/(2 x), est négative pour x > 4,
positive pour 0 < x < 4. La fonction f est donc maximale en x = 4 et son maximum vaut f(4) =2 (In2 - 1) = 2 In(2/e) < 0. La fonction
f est donc toujours négative.

On en déduit que 0 < Inx/x < vx /x, donc que lim,(Inx/x) = 0 et, plus généralement, par changement
de variable, que

\
Va>0, lim——=0 et Lm(*Inx)=0, 22)
x—oo X4 x—0
oll 'on passe de la premiere assertion a la seconde par le changement de variable x — 1/x. —
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Exemple 42
En utilisant le résultat précédent, on démontre que pour tout a € R,

Iimx®*e™=0.

11 suffit de prendre le logarithme :
Inx*e™) =—-x+alnx=—-x (1+a lnTx ): —x — —o0o.

——
—0 -

Quand toutes les méthodes précédentes ont échoué, parce que la dérivée de f ou de g n’existe pas, ou que
f'/g" est encore du type 0/0, et qu'aucun encadrement n’a pu étre trouvé, une discussion plus serrée s'impose.
Si on a deux fonctions f et g dont le rapport f(x)/g(x) — 0/0 quand x — a (fini), on peut remplacer chacune
d’elles par un équivalent asymptotique (on parle aussi de partie principale).

En particulier, si f(x) >~ a, (x —a)’ (on dit alors que f est un infiniment petit d’ordre p) et g(x) ~ b, (x — a)f,

0 sip>gq,
a
fe) L (x—ay 1 — ay/by sip=gq,

—_>+b x—at .
§(x) x=e by o sgn(ay/bg) X 0™ sip <q.

De méme, si x — +oo et que f(x) = a, x (on dit alors que f est un infiniment grand d’ordre p) et g(x) = b, x7,

sgn(ay/by) X 00 sip>gq,

f(x) Y oy L
g(x) xa:oo b_q X X—+00 ﬂp/bq S% p - q’
sip<gq.
Exemple 43
Trouver la limite de (x —sinx)/(x — tanx) quand x — 0. En utilisant les développements limités (cf. § IV.g),
on calcule x — sinx =~ x3/3!, x — tanx ~ —x%/3, donc le rapport tend vers —1/2. _
Exercice
Calculer de méme la limite de (1 — x + Inx)/(1 — cos(1 — x)) quand x — 1. -

Finalement, des formes indéterminées de la forme 0 X o0, c0/c0, 1%, etc., peuvent se ramener au cas 0/0 par
passage a l'inverse, exponentiation, etc. Ainsi, si f — 0 et g — oo, le produit f ¢ a une forme indéterminée
0 X co mais f/(1/g) est de la forme 0/0. De méme, si f = 1, g — oo, f8 = exp(In f/(1/g)) et I'argument de
I'exponentielle est a nouveau de la forme 0/0.

Exemple 44

Calculons lim,_o((1 + x)!/*). Cette limite est de la forme 1*.

On a (1 + x)/* = exp(In(1 + x)/x). Comme lim,_o(In(1 + x)/x) = 1 et que exp x est une fonction continue,
on a lim,_o((1 + x)V/%) = e. I

Exemple 45

Calculons lim,_o(|x|™1*¥). Cette limite est de la forme 0°.
On a [x["1+%) = exp(In(1 + x) In|x]). Quand x — 0, In(1 + x) = x et x In|x| — 0, donc lim,_,o(jx["*) = 1. _I

IV.e. Fonctions élémentaires

IV.r.1. Fonctions trigonométriques

L'interprétation géométrique de cos O et sin 6 est donnée sur la figure I.1. Le rapport tan 6 = sin 6/cos 0
(anciennement noté tg 0) représente la pente de la droite (OM). On utilise parfois cot0 = 1/tan 6.

5. La fonction sgn («signe» de x) est définie sur R, C ou R de la maniere suivante :
e sgn0=0;
e sgnx=x/|x|sixe
Cont* (donc sgnx = +1 si x € R et sgnx = ~1 si x € R"7);
e sgn(+oo) = +1 et sgn(—o0) = —1.
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Les identités trigonométriques découlent toutes de

sin(—a) = —sina, (23a)
cos(—a) = cosa, (23b)
sin?a + cos?a =1, (23¢)
sin(rt/2 — a) = cosa, (23d)
cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb, (23e)

dont l'interprétation géométrique doit étre claire (la derniére, par exemple, est obtenue en calculant le produit
scalaire de deux vecteurs unitaires faisant respectivement un angle a et un angle b avec l'axe des abscisses).
A partir de ces identités, on peut retrouver les identités de 1'appendice IV.1.

IV.r.2. Fonctions trigonométriques réciproques

Dans un intervalle ol elles sont monotones, on peut «inverser » les fonctions sinx, cos x et tanx.
On définit la fonction arcsin x comme la fonction réciproque de sinx dans l'intervalle [-7/2, 7t/2] : arcsin x
est définie pour x € [-1, 1]; elle y est croissante et prend ses valeurs dans [-7/2, 71/2] :

X -1 0

ST -,

e

arcsin x 0
_ T /
2

La solution générale de x = siny est y = arcsinx + 2 k m ou y = 7t — arcsinx + 2 k 7, ot k est un entier arbitraire.
De méme, arccos x est définie pour x € [-1, 1]; elle y est décroissante et prend ses valeurs dans [0, 7] :

X -1 0 1

T
\ .
arccos x -
2 \ 0

La solution générale de x = cosy est y = tarccosx +2 k . On a arcsinx + arccos x = /2, ce que 1'on peut
déduire soit de l'inversion de x = cos y = sin(nt/2 — y), soit du calcul de la dérivée de arcsin x + arccos x.
Enfin, la fonction arctan x est définie pour tout x € R ; elle est croissante et prend ses valeurs dans |-7t/2, 7t /2[ :

X —00 0 +00

0 / 2

arctan x /

-
2

La solution générale de x = tany est y = arctanx + k 7.
Les dérivées des fonctions trigonométriques réciproques sont

1
Vi’

(arcsinx)’ = (arccosx)’ = (arctanx)’ = T

+x2

-1
Vi—a2'
IV.r.3. Fonctions exponentielles et logarithmes

Il s’agit de e*, ou plus généralement a* pour a > 0. Leur propriété caractéristique est

a*a¥ =a*ty (24)

(et donc aussi (a%)Y = a* V).
La fonction réciproque de a* est le logarithme de base 4, log,x. La fonction log, x est notée Inx. Pour
(x, ) e RxR*™, on a

y=e' < x=Iny, (25a)
y=a < x=log,y, (25b)
7 = e*lne (25¢)
Inx
et log,x= v (25d)
On a en outre _
e'*=cosx +1isinx. (26)
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IV.r4. Fonctions hyperboliques

Les cosinus, sinus et tangente hyperboliques, notés chx ou coshx, shx ou sinhx, et thx ou tanhx, sont
définis de la maniere suivante :
e +e™™ e —e™™ shx
chx=——, shx=———, thx = . 27
2 2 chx 27)

Ces fonctions obéissent aux relations
ch(—x) = chyx, sh(—x) = —shx, ch’®x —sh*x =1, (chx) =shx et (shx) =chux. (28)
Les fonctions hyperboliques sont reliées aux fonctions trigonométriques par
ch(i x) =cosx et sh(x)=1isinx. (29)

Les propriétés de symétrie et le comportement a l'infini des fonctions hyperboliques sont illustrées sur la
figure IV.3.

10 / 10 1

Figure IV.3. Graphes des fonctions hyperboliques chx, shx et thx.

Les fonctions réciproques de shx, chx et thx sont respectivement argsh x, argch x et argthx. Comme

argsh x —argsh x

—-e
2

argsh x
4

x = sh(argshx) = =y -2xy—-1=0avecy=e

on a

argshx = In(x + Vx2+1).

On obtient de méme que

argchx =In(x + Vx2—-1) et argthxz%ln(iti).

(argshx)’ = (argchx)” = (argthx)’ =

1 1
Vazi1’ V-1’ -2
IV.c. Développements limités et asymptotiques

Un développement limité d’ordre p d"une fonction f au voisinage de 0 est un développement dans lequel
les termes successifs sont des infiniment petits d’ordre entier croissant :

fo)=araxtars e+l (30)
ot l'on rappelle que le dernier terme signifie que
mf(x)—(Co+C1X+C2 K24t ey AP _

li
x—0 xP

(on trouve aussi dans les livres la notation &(x”)). Plus généralement, un développement limité de f au
voisinage d’un point 4 est un développement de la forme

fX)=co+c1 (x—a)+c (x—a)+--- +cp (x —a) +o((x — a)). (31)

IV.c.1. Développements de Taylor

Une fagon pratique de construire de tels développements limités est dutiliser la formule de Taylor. Celle-ci
est une généralisation d'une propriété connue des fonctions continues et dérivables sur un intervalle [a, b] :
on peut écrire, pour x € [a, b], f(x) — f(a) = (x —a) f'(a) + o(x — a) (et on dit que f(a) + (x —a) f’(a) est la meilleure
approximation affine de f(x)). Le théoréme suivant généralise ceci :

48



Théoréme 55 (Taylor-Young)

Si la fonction f(x) est de classe C" ' sur [a, b] et si f(”)(a) existe en 4, on peut, pour tout x € [a, b], écrire le
développement de Taylor-Young

) + o((x — a)"). (32)
1

’ (x_a)”
fO) = f@) +x—a) f@)+:+——

Preuve (ébauche)
La formule de Taylor-Young se démontre par récurrence, en l’appliquant a 'ordre n — 1 a la fonction f”
et en intégrant le développement limité obtenu, ce qu'on montre étre légitime. _

Il existe une autre formule de Taylor (Taylor-Lagrange) qui donne une autre forme du reste :

Théoréme 56 (Taylor-Lagrange)
Si la fonction f(x) est de classe C" sur [a, D] et si f(”+1) existe dans Ja, b[, pour tout x € [a, b], il existe

&(x) € la, x[ tel que
(x—

@ = f@+ -0 fa)+-+ L g

xu)

e ARG @)

_

En pratique, la formule de Taylor-Lagrange avec son reste explicite est utile pour trouver des majorations
ou minorations d’une fonction (si on connait le signe du reste). La formule (32) est utile pour fournir des
développements limités.

IV.c.2. Développements limités en 0 de fonctions classiques

Les fonctions classiques qu’on va considérer sont indéfiniment dérivables en 0; on déduit donc aisément
de la formule de Taylor les développements suivants en O :

e"—1+x+x—2+---+x—n+o(x”)~ (34a)
B 2! n! ’
345 ooxrn -
smx—x—?+5 +(—1) W-FO(X ),' (34b)
2 A x2n
cosx—1—7+4 + oo+ (=1)" o +o(x*"); (34¢)
3
tanx:x+?+o(x3); (34d)
(1+x)“:1+ax+$x2+m+a(a_l)”n"(a_n-'_l) x"+o(x") ; (34e)
2 3 n
In(1 +x) = x — % + % +o (=1 x? +o(x"). (34f)

Exercice

Calculer en particulier les développements de V1 + x et de (1 —x)7!. Ce dernier est particuliément simple
et pouvait étre deviné a priori. Pourquoi? .

IV.c.3. Opérations sur les développements limités

On peut effectuer des opérations d’addition, de multiplication et de division, de composition et d'intégration
de développements limités, a condition d’effectuer ces développements a des ordres cohérents avec ’ordre
désiré pour le résultat final. Ces manipulations sont d’usage trés courant pour le physicien!

Exemple 46
Calculons le développement de tanx a l'ordre 3 en 0. On écrit
3
sinx = x — 3 +o(x), (35a)
2
cosx=1- - +0(x?), (35b)
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qu’on inverse en utilisant le développement de 1/(1 — u), avec u = x?/2 — o(x?), d’ot

sinx x—x3/6+o0(x% x? x?
— — 1-== 2 1 o 2
cosx  1—x2/2+0(x?) * ( 6 oL+ 2" ot

x? x3
=x(1+?+o(x2))=x+?+o(x3). _

IV.c.4. Développements limités en a # 0 ou asymptotiques a 1'infini

On peut obtenir le développement limité d’une fonction f au voisinage d’un point a # 0 grace a la formule
de Taylor (32), mais au prix du calcul des dérivées successives en a de la fonction f. Pour les fonctions
usuelles, un changement de variable permet souvent se ramener aux développements connus au voisinage
de 0.

Exemple 47
Développons sinx au voisinage de a. Posons u# =x—-a. On a

sinx = sin(a + (x — a)) = sina cosu + cosa sinu
et on utilise les développements vus précédemment de sinu et cosu au voisinage de 0. _
Exemple 48
Calculons de méme un développement limité de Inx au voisinage de a > 0. On a
Inx=In(@@+x—-a)=In( [1+ (x —a)/a]) = Ina + In(1 + u)

avec u = (x —a)/a. 1l suffit donc d’utiliser le développement de In(1 + u) au voisinage de 0. -

On peut aussi calculer des développements asymptotiques quand x — oo : on se ramene au cas d'un
développement limité en 0 par un changement de variable tel que x — u = 1/x.

Exemple 49
Calculons le développement asymptotique *¢ de (1 + x

A+ =xf (L+ 2722 = x| (1+u)'"?

212 quand x — c0. On a

avec u = x2. 1l suffit donc de connaitre le développement limité de (1 + u)'/? au voisinage de 0. I

Annexe IV.1. Identités trigonométriques

Elles découlent toutes de cing identités fondamentales :

sin(—x) = —sinx, (36a)
cos(—x) = cosx, (36b)
sinx + cos’x =1, (36¢)
CcosXx = sin(% - x), (36d)

cos(x — y) = cosx cos y + sinx siny. (36e)

Par exemple, (36c) implique pour tanx = sinx/cosx et cotx = 1/tanx que

) 2
sin“x + cos“x 1
1+ tan’x = 5 = 5 (37a)
COS? X Cos? x
) 2
sin“x + cos“x 1
et 1+cot’x= — =— (37b)
sin” x sin” x

IV.1.a. Décalage de 1’argument

Les propriétés fondamentales de périodicité sont

sin(x + 2 ) = sinx, (38a)
cos(x +2 71) = cosx, (38b)
tan(x + 71) = tanx. (38¢c)

6. Il ne s’agit pas d'un développement limité car on n’obtient pas un polynome.
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On a également

et
sin(x + %) = sin(% — (—x)) = cos(—x) = cos x,
cos(x + 1) = cos(l - (—x)) = sin(—x) = —sinx,
2 2
tan(x + 1) = —cotx
)= .

IV.1.s. Formules d’addition

cos(x + ) = cosx cos y — sinx siny.

sin(x + y) = cos(% —-x - y) = sinx cosy + cosx sin y.

sinx cosy + cosx siny tanx + tany

tan(x + y) = - - = .
cosx cosy —sinx siny 1-tanx tany
Inversement,
1
cosx cosy =— (cos(x + y) + cos(x — v)),
1
sinx siny = 5 (cos(x — y) — cos(x + 1)),
1
sinx cosy = 5 (sin(x + y) + sin(x — y)),
ou encore

a+b a->b
cosa + cosb =2 cos 7 cos 7 , etc.

IV.l.c. Formules de doublement

cos(2 x) = cos®x —sin?x = 2 cos?x — 1

2 1 - tan®x
=1—2$in2x=—2— :—2.
1+ tan“x 1+ tan“x
2 tanx
sin(2 x) = 2 sinx cosx = 2 tanx cos2x:—2.
1+ tan“x
2 tanx
tan(2 x) = ———.
@) 1 —tan?x

Noter que cosx, sinx et tanx sont des fractions rationnelles de tan(x/2).
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Annexe IV.2. Dérivées des fonctions élémentaires

d 1
A — a— . 4
dxx ax (45a)
Ao e (45b)
dx
d X X
aa =1Ina a*. (45¢)
d 1
—Inx=—. 4
Lnr = (45d)
isinx = cosx (45e)
dx B ’
icosx = —sinx (45f)
dx a '
it =1 + tan? (45¢)
qpranx = an” x. g
iarc:sinx = ; (45h)
dx 1— 2
d 1 .
aarceos X =- ﬁ . (451)
d .
aarctanx =Tia (45j)
d
—shx =chux. 4
s x=chx (45Kk)
4 hy=shy (451)
dx B '
b =1 - th2y (45m)
dx B '
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