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I. Convergence de séries
1. Les séries suivantes sont-elles convergentes ou divergentes ?

a.
∑

n>1 un, avec un =
1

en − 1
.

b.
∑

n>1 vn, avec vn =
( n

n + 1

)1/n
− 1.

2. Soit (un)n>2 la suite de terme général un =
(−1)n

√
n

.

a. La série
∑

n>2 un converge-t-elle ?
b. On pose vn = ln(1 + un). La série

∑
n>2 vn converge-t-elle ?

II. Séries entières
1. On rappelle que, pour tout u appartenant à un certain sous-ensemble de R,

ln(1 + u) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 un

n
.

Quel est le rayon de convergence de cette série ? (Justifier.)
2. Pour tout x ∈ [0, 1], on pose

S(x) =

∫ x

t=0

− ln(1 − t)
t

dt.

a. Cette intégrale est-elle bien convergente ?
b. En utilisant le résultat de la question 1, écrire S(x) sous forme d’une série entière

pour tout x ∈ ]0, 1[.

c. Montrer que S(1) =

∞∑
n=1

1
n2 .
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3. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que

S(1/2) = −(ln 2)2 +

∫ 1/2

y=0

− ln y
1 − y

dy.

4. Réécrire ∫ 1

t=1/2

− ln(1 − t)
t

dt

sous forme d’une intégrale par rapport à une variable y allant de 0 à 1/2. (Préciser
le changement de variable t 7→ y utilisé.)

En déduire, à l’aide du résultat de la question 3, une relation simple entre S(1) et
S(1/2), puis la valeur de S(1/2), sachant que

∞∑
n=1

1
n2 =

π2

6
.

III. Série de Fourier
1. Rappeler l’expression des coefficients an et bn du développement en série de Fourier

f̃ d’une fonction 2π périodique f .
Écrire f̃ (x) en fonction des an et bn.

2. On considère la fonction 2π-périodique f : R→ R définie par

f (x) =

0 si x ∈ [−π, 0[,
x (π − x) si x ∈ [0, π[.

a. Représenter f sur l’intervalle [−2π, 2π].
b. Calculer les coefficients an et bn de f en traitant séparément le cas n = 0.

(Vérification : on doit obtenir a1 = b2 = 0, a2 = −1/2 et b1 = 4/π.)
Écrire l’expression de f̃ (x) en distinguant les indices pairs et impairs.

3. Pour quelles valeurs de x a-t-on f̃ (x) = f (x) ? (Justifier.)
En déduire l’expression de

∞∑
p=1

1
p2 .

4. En considérant les valeurs de f en x = ±π/2, calculer
∞∑

p=1

(−1)p+1

p2

et
∞∑

p=0

(−1)p

(2 p + 1)3 .
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