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Exercice 1 (= 6 points)

Résoudre 'équation différentielle
v -2y +y=x.

Exercice 2 (» 18 points)

1. Montrer que la série

i (-1)¥
= 2p+1
converge.

2. Soit f la fonction 2n-périodique et impaire valant 1 sur 0, .
a. En utilisant le développement en série de Fourier de f, calculer

b. Calculer

Exercice 3 (x 12 points)

On se propose d’étudier I'équation différentielle (dite « de Bernoulli »)

¥'(x) + p(x) y(x) = q(x) y"(x), 1)

otl y est une fonction réelle inconnue de la variable réelle x; p et g sont des fonctions réelles de x connues,
et n € R\ {0, 1} est une constante.
1. Montrer que la fonction v(x) = y'™"(x) satisfait une équation différentielle linéaire que 1'on précisera.
2. On souhaite trouver une solution non nulle de 1’'équation différentielle

Y +L =T =0 @)

pour x > 0.
a. Mettre 1'équation (2) sous la forme (1) et en déduire "équation satisfaite par v(x).
b. Trouver la solution v(x) la plus générale de cette derniere équation.
c. Déterminer ensuite la solution y(x) de I'équation (2) qui satisfait la condition initiale (1) = 0.



Exercice 4 (x 24 points)

On considére la fonction

et sa primitive

1.
2.

f:R— R,
Int
t|—>f(t)—1_t
I':R— R,

x0—>I(x):f_xlf(t) dt.

Donner le domaine de définition de f et discuter sa continuité.
Que vaut la limite de fent =17

On prolonge désormais la fonction f : t — f(t) par continuité en t = 1 (c’est-a-dire qu’on pose

®

£01) = lim ).

t#1

Donner le domaine de définition de I.
Montrer que, pour tout u € R\ {0, 1},

1 A B
n(-n u d-n’

oll A et B sont des constantes que l'on précisera.
En déduire que

1(1/x) = —I(x) —% In’x.

a. Rappeler l'expression du développement en série entiere de In(1 + u) au voisinage de u = 0.
Quel est son rayon de convergence ?
b. En déduire un développement en série de f(f) au voisinage de f = 1.
Exprimer I(x) sous forme d'un développement en série au voisinage de x = 1. Montrer que ce déve-
loppement est valable pour tout x € ]0, 2[. On justifiera soigneusement les calculs.
On admet les théoremes suivants :

Théoreme 1
e Si une série de fonctions Sy(x) converge uniformément vers une fonction S(x) sur un intervalle
la, b] quand l'entier N tend vers l'infini,
e sipour tout N, Sy(x) converge simplement vers une limite finie {5 quand x tend vers a
e et si {y converge simplement vers une limite finie quand N tend vers l'infini,
alors

i im $v(0) = fm (i 500 ¥

Théoreme 2
Si une série de fonction Sy(x) = ZQ’:O gn(x) converge normalement sur un intervalle K (c’est-a-dire
si YN, sup, ., |n(x)| converge simplement), alors Sy(x) converge uniformément sur K. I

En déduire 1(0) sachant que Y., 1/n? = i%/6.
Donner un équivalent asymptotique de I(x) quand x tend vers l'infini.



