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Exercice 1

1. On reconnait dans le second membre la somme des termes d"une suite géométrique de raison —x :
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(_x2)k = 7
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2. Lasomme dans (1) étant finie, on peut l'intégrer terme a terme. En remarquant que
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on obtient
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3. Vx€]0, 1], nous avons
2n

< X— < 2n
1+ x2
La fonction x — x2"/(1 + x?) est continue (c’est la composée de fonctions continues), donc intégrable sur
[0, 1].Ona
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4. Lintégrale de la question 2 vaut
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f ——dx = [arctan x] = arctanl = 1.
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On a donc, d’apres les réponses aux questions 2 et 3,

fl X2 1
= dx < .
=0 1+ 22 2n+1

Comme 1/(2n+1) — 0 quand n — oo, 5, converge et
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Remarque. On peut aussi montrer la convergence de S, (mais pas déterminer sa limite) en utilisant le
critere de Leibniz : S, est en effet une série alternée dont le terme général est décroissant et tend vers 0.



Exercice 2
1.

2)+i-38) —Z+2iwz—w?z=0

(car—y+ix=1i-(x+iy)=iz).
2. On cherche des solutions de la forme z;(t) = €%’ (j € [1, 2]). On obtient azjz. +2iwa; - w* = 0. Le

discriminant est nul, donc la racine, @1 = a, = —i w, est double. z(t) est donc une combinaison linéaire
de zi(t) = e® fetde zp(t) = ten t.

(On peut aussi directement vérifier que z; (t) = e ¥ et zp(t) =t e 71 “ ! sont solutions de (4). Comme elles
sont linéairement indépendantes et que 1’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire
homogene est un espace vectoriel de dimension 2, toute solution de (4) est de la forme A z;(t) + p z2(t).)

3. z(0)=A=¢&etz(0)=p—-iwA=0,donc

) =&E-1+iwt)e @ =& (cos(wt) +w tsin(w 1)) +1 & (w t cos(w t) — sin(w t)).

x(t) = Rez(t) = &-(cos(w t) + w t sin(w t)).
y(t) =Imz(t) = &+ (w t cos(w t) — sin(w t)).

Exercice 3
1. C’est un signal triangulaire :

fx)
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f étant impaire, on a f(x) = x pour x € [-1t/2, 7/2].
Pour x € [1/2, n], posons x = 1t/2 + y avec y € [0, 7t/2]. On a alors
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Ona f(x+2mn) = —f(x + ) = f(x), donc la plus petite période est 2 7.
2. f étant impaire, onaa, = 0.
3. Comme x — f(x) sin(n x) est une fonction paire, on a

b, = % ]J:o f(x) sin(n x) dx.

Utilisons ensuite les expressions analytiques pour f :

/2 7
b,,=£-(f xsin[nx]dx+f [t — x] sin[n x] dx].

Tt =0 x=71/2
Dans la seconde intégrale, faisons le changement de variable y = 7 — x. On trouve alors

)n+1

sin(n x) = sin(n - [t — y]) = (-1 sin(n y).

La seconde intégrale est donc (—1)"*! fois la premiere, d’ot1 la formule demandée.
4. Onvoit que b, = 0 sin est pair.
Il suffit donc de calculer l'intégrale dans le cas ot n est impair (n = 2 p + 1). Une intégration par
parties donne

7T/2
. T nTm 1 . /2
£ y xsin(n x) dx = — 5 COS(T) + o [sm(n x)]O .



Pourn =2p+1, cos(n t/2) = 0 et sin(n ©/2) = (-=1).
Au final,

O sin est pair,
b, =

Tcnz (-1 sin=2p+1(nimpair).

— 4~ (-1
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f est 2 m-périodique et Cl, sur R. D’apres le théoréme de Dirichlet, f~(x) converge donc pour tout

x € R, et ce vers (f[x7] + flx*])/2.
f est en outre continue sur R : le seul point délicat est x = 77/2 (mod 7), mais

lim f() = lim x) ( lim  f(x) = 11m271—x) ( f(%) :%)

x—(1/2)” x—(m/2)*

On adonc (f[x7] + f[x"])/2 = f(x) pour tout x € R, donc f~ converge vers f sur R tout entier.

Remarque. Les coefficients de Fourier sont en O(1/p?) et la fonction x + sin([2 p + 1] x) est bornée. f~
converge donc normalement sur R, donc simplement. Ceci ne suffit en revanche pas pour répondre vers
quoi.

6. D’apres ce qui précede, f(x) = f(x) enx = /2. On a f(11/2) = /2 et

donc

7. f étant continue par morceaux (et méme continue tout court!), 'égalité de Parseval-Bessel s’applique :
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Exercice 4

1.
> 2n
cosx =y (-1)"
;}: (2 n)!
sl x2n
chx =
= (2 n)!

R = +o0 dans les deux cas.



2. Posons y(x) =Y. a, x".On a
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On a limy, .« 3441/a, = 0, donc le rayon de convergence est infini d’apres la regle de d’Alembert : la série
est convergente sur IR tout entier.
3. Montrons par récurrence que 4, = 1/(2 n)! pour tout n > 1. On a bien a; = 1/2 = 1/2!. Supposons que
=1/(2 n)! pour un certain n. Alors
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On obtient donc que
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et
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