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Exercice 1

1.
%+w-(2) — ¥+ w?x=2w? & cos(w b).
2.
xn(t) = A cos(w t) + B sin(w t).
3.
Xp +a)2xp =-2kwsin(wt+ ¢) =2 w? & cos(w t),
donc k = —w £ et, enidentifiant sin(w t + ¢) = sin(w t) cos ¢ + cos(w t) sin ¢ et cos(w t), p = 1/2.
Xp(t) = —w & tcos(w t + 1/2) = w & tsin(w t).
4. a. x(t) = xn(t) + xp(t). Il reste a déterminer A et B en fonction des conditions initiales.

x(0) =&, donc A = €E.
(X(t))tzo = (—A wsin(w t) + B w cos(w t) + w & sin(w t) + w? & t cos(w t))t:O =Bw=0,

donc B = 0.
On obtient finalement

x(t) = & - (cos(w t) + w t sin(w t)).
b. En utilisant (1), on obtient

X —w & sin(w f)
)

y(t) = =& (wt cos(w t) — sin(w t)).

Exercice 2

1. a.
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b. Pourtoutn € N, a, =0 car f estimpaire.

bn=l " f(x)sin(nx)dx=£fﬂx'(n—x)sin(nx)dx

T Jy=-n t =0
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On obtient donc b, = 0 et
8

b =

soit

8 — sin([2p+1] x)
Y. .

f(x):?pzo 2prip

2. f est C! par morceaux, donc f(x) = (flx"1 + f[x"])/2 pour tout x € R d"apres le théoréme de
Dirichlet. f est en outre continue en 7/2 donc f(nt/2) = f(1/2), soit

8 v (-1 72

3 7
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donc

3. f est continue par morceaux, donc le théoreme de Parseval s’applique :
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Exercice 3

1. Lafonction x — f,(x) est décroissante pour x > 2. Nous avons donc, ¥n € N avecn > 2,

n+1 n+1
f fa(x) dx > fa(n + 1) f dx = fo(n +1).

=n

Par utilisation de la regle fa ‘ g= fa ’ g+ fbc g, il vient que

N N
[ ax= Y oo
xX= n=3

ce qui montre I'inégalité souhaitée.



fx, =X 1 dx/ _ 1
x’ - (Inx’)®  (@=1)-(nx)e1"

b. Prenonslalimite del'inégalité (3). Quand a > 1, limy—c(In N)*~! = 0o, donc fx o:oz fa(x) dx

converge. Comme f, >0,
N o0
f fal®) dx < f ful) dx.
x=2 x=2

N

N
Y < f@+ [ fwar

n=2

De I'inégalité

on déduit que

N (o)

Y fuln) < ful2) + f fulx) dx.
n=2 x=2

La suite N +— Znsz fa(n) est croissante (f,(11) > 0) et majorée par f,(2) + fx 0:2 falx) dx,
donc S, est convergente pour a > 1et

Se<fi@+ [ fedr
x=2

Remarque. — Si 'on n’avait pas explicitement demandé d’utiliser (3), on aurait aussi
pu appliquer directement le théoréme de comparaison série-intégrale : «Si f est une
fonction positive décroissante, Y.~ f(n) converge < f ” f(x) dx converge. ».

X' =x 1
f Iy dx” = In(In x).

b. On peut appliquer la méme démarche qu’a la question 1. f, étant décroissante, on a,
VneNavecn > 2,

n+1 n+1
f fa(x) dx < fo(n) f_ dx = fau(n).

On en déduit que
N+1 N+1

ZM@M<ZEW-
n=2

xX=
Supposons que Y, fo(1) converge. Comme f, > 0, on a alors

N+1

Y falm) < i faln),

n=2 n=2

N+1 W
fal@) dx < Y faln).
x=2 n=2
L'intégrale étant croissante (f, > 0) et majorée, fx 0:2 fa(x) dx converge, ce qui est absurde
puisque limy e In(In(N + 1)) = +00. L'hypothese de départ est donc fausse : S; diverge.

4. Poura<],
1 1

= .
n-(Inn)* =~ n-(Inn)

S1 étant une série a termes positifs divergente, S, est divergente pour @ < 1 (u, > v, > O et
). vy diverge = ) u,, diverge).



Exercice 4

Posons y(x) = Y.,y x".Ona

2 () = Z tia ¥,
y(x)= i na

et

[ee]

y'(x) = Z n-(m—1)a, x" 2.

n=2
xzy”+4xy’+(2—x2)y:1 :Zn'(n—l)anx"+Z4nanx”+22anx”—2an_2x”,
n=2 n=1 n=0 n=2
soitl =2ap,0=6ay,et

(n-[n-1]1+4n+2)a, =a,, pourn>2.

a1 = 0, donc a, = 0 pour tout n impair.

apg=1/2et
_ ap-2 _ Ap—4 L ao _ 2a
= n+1)-n+2) m-1D)-n-m+1)-W+2) ~~ 3-4---(n+1)-n+2) (n+2)
1
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pour tout n pair.

o0 " o0
y(x) = ZHZn (xZ) = Z by Enl
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oulonaposéb, =ar,eté = x2.Ona
|
lim 2L = fy 2D ! 0=t

ioe by e 1/2n+2)]  nbe 2n+3) 2n+d)

La limite ¢ étant bien définie, le rayon de la série Y, b, &" est Rz = 1/€ = oo d’apres la regle
de d’Alembert. La série ). a2, (xz)n = Yoo bn &" converge pour tout & € ]-Rg, Re[, donc
pour tout x € ]—4/R¢, 4/R¢ [, soit sur R tout entier.

S o x2Pe2 o x2P - chx-1
y(x’:p;(zpw)!:x [zawz)‘} 2’[Z<2p>!] [E(zm' ]: e

p=1




